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E)JERCICIOS ADICIONALES.
Tema: SUCESIONES

1.- Considere la sucesion establecida por la relaciéon
an
Any1 = B} ;ap=1

Estudiar si es acotado o no.

Solucidn. Datos tenemos que a; = 1, observamos los términos siguientes

1 1 1
a2=§ ; Az =Z;a4=§...

Podemos pensar que la cota para la sucesion seria 1. Probemos por induccion

a 1 a 1
an<1;an+1=7n<1 ; a2=§<1 ; an+2:n_+1=_<1

Entonces la sucesion si esta acotada.

2.- Estudiar si la sucesion es creciente

14 (=D

a
n n

Solucién. Observamos los primeros términos de la sucesion

;a5 =0; ag =—; ...

INEN)

a1=0;a2=§; a3=0;a4=

Observamos que para numeros impares la sucesion es 0 y para nimeros pares se puede escribir como

1 .z . . .
Arpy = o Entonces la sucesién no es creciente ni decreciente.



3.- Establezca para que valores de x la sucesion
a, =x
Es mondtona.

Solucién. Observamos para niimeros negativos (x < 0), la sucesiéon cambia de signo para n par o impar.
Entonces no hay monotonia.

Para x = 0 la sucesion es constante a 0.

Para x > 0, estudiamos la monotonia (creciente)
Apyq > Ay => xMI>x" => x"x>x" => x>1

Por lo cual se concluye que la funcién sera monétona creciente para x > 1y caso contrario
e < @, => x"l<x™ => xMx<x"™ => x<1

Es mondtona decreciente para x < 1.

Para x = 1 es mondtona ya que es constante e igual 1.

4.- Demuestre que la sucesiéon

n+ (1"
T (CDm

Es acotada pero no es mondtona.

Solucién. Observamos los primeros términos de la sucesion.

5 2
a1:0;a2:3;a3:§;a4:§;a5:§;a6=§;...

Podemos concluir que para nimeros pares es mayor que 1y para nimeros impares es menor que 1. Veamos

_ A D™ k(D _mtl 2
Gon = S T (CD . " 2nt (CD((—DD)" 2n—1  "2mn—1 ~ %m
2n+1) + (1)1 2n
_(( )+ 1) )_ - => azp41 <1

a = = =
antl 2n + 14 (=1)2n+2 2n+2 2n+2
Entonces comprobamos lo que se sospechaba, por lo tanto no es mondtona.

Veamos si es acotada. Para los pares.

a2n=1+

1 comon>1=> 2n—1>1yluego a,, <1+2=> a,, <3



Para los impares.

Luego concluimos que la sucesion es acotada a 3.
5.- Compruebe que
211
=

Es acotada.

Solucién. Observamos los primeros términos y podemos suponer que es decreciente veamos,

2n+l 2" 2"2 2" 2
< = ———<—=> ———<— = ——x<1=> 2< 1
Int1 = Gn (n+ 1! n! (n+ Dn! " n! n+1 n
n>1

Lo cual es cierto por lo tanto la sucesion es decreciente. Es acotada por 0 inferiormente y la cota superior
sera 2.

6.- Determine el limite de la sucesion

1 3
Ap+1 = E(an + _)

n

I 1 3 :
Solucién. Debemos tener en cuenta 3 (an + a—) es continua para (a, # 0)
n

_ _ 1 3 1( 3 1 3
L= Jim 0y = Jim o = fim 7 an 4 ) =5 { im0+ ) =5 (14 9)

n—oo

20=1243 => [2=3 => [=+3



7.- Determine la convergencia/divergencia de las sucesiones siguientes.

a-'alz\/z; an+1:\/2+an b.'a1:1 ; an+1:1/2an

4+ 3a, 1,
c.—a1=1; an+1:m d.— a1=2; an+1=Z(an+3)
cos(n® + 1) n+1\2
(- [t e P (AE28
n 2n+1
n—2+2vn
g.— {¥n} sug: 1S%ST\/_
h.—{¥n+3 - Vn}
8.- Se define {a}, {b} como
a,+b
an+1:%;bn+1:\/anbn ; ap=2;b=1

ysuponga a, > Qpiq > bpy1 > by,

Pruebe que convergen (demuestre por induccién la suposicion) y tienen el mismo limite.

Solucién.

. s 3 3
Para el primer término. a, = > b, = /2, se cumple 2 > 5> V2>1
Ahora se debe demostrar paran + 1, es decir a1 > anin > bpio > by

Lo realizamos por partes.

(1) aptz > buyz => (Anyz — bpy2) >0 =>

iyt b 1 1 g
(—"“ : nHl_ (an+1)(bn+1)) = E(an+1 — 2\ ans1bpsr + bpyq) = 5(\/ ni1 =+ bn1) >0

Verificada la primera desigualdad.
(2) apy1 > aniz => Apy1 — Ape2 >0

Apyr +bppr 1
an+1_%=z(an+1_bn+l)>0

Verificada segunda desigualdad, por tltimo

(3) bpt2 > byyy => (bpia —byyq) >0



Any1bny1 = bpp1 = \/bn+1(\/an+1 - \/bn+1) >0
Verificada la tercera desigualdad luego, por induccion
an > Apy1 > bn+1 > bn
Es verdadero. Concluimos que la funciones son monétonas y ambas convergen
Para el limite, suponemos que, lim, . a, =a ; lim, b, =

Luego

1 1 1
a=lima, = 11m Api1 = 11m (an +b,) = > (lim a, + lim bn) = E(a +5)
n—oo

n—->oo n—oo
2a=a+f => a=p

Por otro lado

p = lim by = lim by = lim Janby = [lim ay « lim by, = Jap
pr=ap = pE-0=0 => {5~

Tema: SERIE

9.- Pruebe la convergencia de la serie.

i (145 n(1+( %)n)

Tl

n=1
Solucién.

Probemos que es convergente, cuando n — co observamos que

n n

1
lim (1 + —) =e y ademas lim 1+ (— —) =1
n—co n 2

n—oo

s ;o 1 .
Probamos con comparacion al limite con b, = P Se tiene que

(+2) (1+(-2))

] VAL ] 1\" "
lim =11m(1+5) 1+<——> =e

n—-oo 1 n—-oo

2

Luego tienen el mismo comportamiento, y como b,, es serie geométrica conr = 7 converge luego la serie
problema CONVERGE.



10.- Estudie la convergencia o la divergencia de la serie.

w -
|sin(n)]
z n2
n=1

Solucién, por comparacion tenemos que 0 < |sin(n)| < 1, asi que

La serie nueva es la serie p con p = 2 converge y por comparacion la serie problema CONVERGE.

11.- Para las siguientes series, calcular
a.- La suma de los cuatro primeros términos.
b.- El error cometido al aproximar la serie por la suma de estos 4 primeros términos.
C.-Cuantos términos se tienen que sumar si queremos un error menor a 0,01.

@ n3 ' nz+n
n=1

n=1

Solucién.
a.- Veamos si cumple las condiciones para el criterio de la integral. Sea f(x) = — es continua parax > 0,y
x3
positiva, veamos la primera derivada f(x) = — —; s siempre negativa por lo cual es siempre decreciente.
1,1, 1 .
Tenemos que S, = 1 + mtats= 1,177, el error viene por
n 1 L

> 1 © 1 _ _ 1 1
ETQZZFSL Fdx=7{1_1;{)10 \ x—4dx=rlll_§rgo—ﬁn =§=0,03125
n=

Porlotanto S =1,17766 + 0,03125
Para buscar el nimero de términos necesario para que Err, < 0,01 entonces realizamos

[ee)

1 1 1
Err< | Sdx=:5<001=> n> |——==7071=> n=>8
T fn PR "= J002 "



b.- Veamos las condiciones para aplicar el criterio de la integral, observamos la primera derivada.

1 , 2x +1
fO) =7 f(x)=—m

Entonces la funcidn es decreciente para x > — ; => x> 0, es continua y positiva luego aplicamos el

criterio de la integral.
Tenemos que para los cuatro primero términos

S—i1—1+1+1+1—08
S Lin?+n 2 2242 3243 4244

n=1

Y el error viene

o1 ° 1
Err, = Z T < L mdx =—In(x + 1) + In(x)s = In(5) —In(4) = 0,223
n=5

Por lo cual
$=08+4+0,3

Si queremos saber el nimero de posiciones necesarias para que Err, < 0,01, apliquemos la integral
dx—ln(x)—ln(x+1)—ln( ad )m—ln<n+1>
- B x+1/, n

[ee]

1
Err, <
" fn x%+x

Y se tiene

n+
ln(

Entonces paran > 100, se cumple el error pedido.

=>n>99,5

1 n+1 1
)<0,01 => ——< e =>1+-<e => n>—F7—
n n el —1

12.- Calcular el valor de la serie dado con un error menor que 0,01.

@ 1+27 ' (n+ 1)2"
n=1 n=1

Solucién.
1

1
a.- Observamos que 1 + 2™ > 2™ y por lo tanto 1o < o asisetiene

o0 o 1
[ 1 o+l 1
Ertr Z1+21 207, 1 om
i=n+1 i=n+1 - 7

Imponemos que Zin < 0,01 y despejamos n. Se tiene n > llnn((o(;051)) =664 => n=7




Por lo cual

1= 0,756 = 0,76

7
1
~ Z 2n
n=1

1 p
< on astque

n n
b.- Observamos que < 1y por lo tanto iz

E Z Z _ 2n+1 _ 1
i (z+1)21 21_1___271
Por lo tanto si queremos que el error sea menor a 0,01 decimos que
! <0,01 => nl (1)<1 (0,01) => >ln(0’01) => n>664 => n>7
o = nn2 n(0, = n In(0,5) = n=o, = nz=

Asi tenemos que,

7
= 0,606 = 0,61
Zn+1)2n ’ ’

13.- Determine si la serie converge. (alternante)

¢ (=1)™ + cos(3n)
n®+n

n=1
Solucidén. Evaluamos la serie de valor absoluto y tenemos

(=1)™ + cos(3n)
n?+n

|( D™+ cos(3n)| 2 2

nz+n n2+n n2

Luego la serie

=2
ZF . serie P=2 CONVERGE

n=1

Por comparacién termino a término converge la serie problema, dado a que es la serie de valores absoluto se
concluye que la serie

CONVERGE ABSOLUTAMENTE.



